5.1 Markovljevi izvori I reda

Kod izvora I reda broj simbola (n) jednak je broju stanja i stacionarne vjerovatnoce

simbola jednake su stacionarnim vjerovatno¢ama stanja. Ovaj izvor I reda matematicki je
opisan listom simbola S={S,,S,..S,} i skupom uslovnih vjerovatnoéa emitovanja
jednog  simbola kada se zna  prethodno  emitovani  simbol,  tj:
P(S,|S) (j=12..n) (i=12..n).

Same uslovne vjerovatnoce se vrlo Cesto upisuju u okviru jedne matrice, tranzicione

matrice. U opStem slucaju tranziciona matrica ima oblik:

B B, B,
P: F)Zl PZZ h f;n
Pnl PnZ e Pnn

gdje su P, vjerovatnoce prelaska iz stanja S, u stanje §,. Zbir elemenata u svakoj vrsti

(ili koloni) ove matrice mora da bude jednak jedinici: ZP:/ =1 (i=1,2...n). Matrice ¢iji
=1

su elementi nenegativni i zadovoljavaju prethodne relacije zovu se stohasticke matrice.
Primjer:
Neka je zadat skup simbola koji emituje Markovljev izvor I reda S = {a,b,c} 1 neka su

date uslovne vjerovatnoée (broj uslovnih vjerovatnoéa je n™"' =3""' =9).

P(a|a) =%;P(b|b) =%;P(c|c) =%
P(bla)=5:P(alb) =5:P(ale) =
P(c|a) =%;P(c|b) = i;P(b|c) :i

Dijagram stanja je:
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Matrica tranzicije je:

1
I

W= W= W]
A= N[—= |~
N |~ D]~ M|~

L

Ako elementi tranzicione matrice ne zavise od vremena (to je jedan od uslova da imamo
ergodican ili stacionaran proces) tada je ovaj izvor homogen.
Radi lakSeg objasnjenja pojmova koji ¢e biti uvedeni na sledecoj slici prikazan je

dijagram stanja jednog Markovljevog slucajnog procesa.
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Za stanje S, kaZzemo da je tranzijentno (nepovratno) ako iz bar jednog stanja u koje se
moze doci iz S, viSe se nikad ne moZe vratiti u S,. Tranzijentna stanja na slici su:
S,,S,,8,,S;.

Stanje S, je rekurentno (povratno) ako iz svakog stanja u koje se moze do¢i iz S, moze
se vratiti u S,. Rekurentna stanja na slici su: S,,S,,S,.

Stanje S, je periodi¢no ako postoji cio broj d (d >1) takav da se poslije napuStanja toga
stanja izvor moZe vratiti u isto stanje poslije kd koraka. Periodi¢na stanja na slici su:
S.,S,,S;.

Stanje S, je apsorbujuce ako izvor po dolasku u to stanje viSe ne moZe se da ga napusti.
Apsorbujuce stanje na slici je: S, .

Markovljev proces je regularan ako za neko konaéno k matrica P nema nultih
elemenata. Tada i sve matrice P* (k >k, ) ne€e imati nultih elemenata. Naravno, ako ve¢

tranziciona matrica P nema nijedan nulti elemenat, tada se ve¢ u prvom koraku moze
do¢i iz svakog stanja u svako stanje (ergodican proces).
Zakljucak: Markovljev proces je ergodi¢an ako matrica P* (k je konaan broj) ima bar
jednu nenultu kolonu.
Ovakvi procesi imaju stacionarne vjerovatnoce stanja (kao $to smo ve¢ ranije racunali) do
kojih se moze do¢i rjeSavanjem matri¢ne jednacine:

P =Pp
gdje je p matrica dimenzije 1xn ¢iji su elementi jednaki vjerovatno¢ama pojavljivanja
pojedinih simbola p :[P(a) P(b) P(c)]. Ako je p’matrica koja sadrZi vjerovatnoce
stanja u pocetnom trenutku, tada se tekuce vjerovatnoce stanja (poslije M trenutaka)

mogu dobiti kao:

Primjer:

Neka je dat dijagram stanja Markovljevog izvora I reda i neka su vjerovatnoce pocetnih

stanja P(a) =% P(b) =% P(c)= % Odrediti vjerovatnoce u stacionarnom stanju.
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1L LJ[L] [14]
P(a) 3 4 412 48
P(b)=l iz
3 2 4114 48
POI L1 1] |
13 4 2| [4] [48]
14 17 17
Provjera: P(a)+ P(b)+ P(c)=—+—+—=
\A (a)+ P(b) + P(c) TR

5.2 Dinamicki dijagram stanja-trelis

Koncept dijagrama stanja pogodan je za opSsti uvid u ponasanje izvora. Medutim, ako bi
se pratilo konkretno ponasanje izvora, tj. njegov "put" kroz dijagram stanja, vrlo brzo bi
situacija bila nepregledna. Zbog toga je puno pogodnije posmatrati neku vrstu
"dinamickog dijagrama stanja", tkz. #relis ( eng. reSetka). U okviru crtanja trelisa za svaki
korak (emitovani simbol) crta se novi dijagram stanja, a u njemu se oznacavaju
odgovaraju¢i prelazi. Uz ove prelaze mogu se prikazati simboli koje emituje izvor, a

mogu se dati 1 odgovarajuce uslovne vjerovatnoce.



Primjer:

Nacrtati trelis za binarni izvor drugog reda (n” = 2° = 4 stanja).

............. ’
0
—_—»
1

Sa slike se uocava da je trelis periodicna struktura i da ga je dovoljno definisati za samo
J p ga] y

jedan korak, a zatim se cijela slika periodi¢no ponavlja. Gornja putanja se moze nazvati

"putanjom svih nula", a donja "putanjom svih jedinica". Trelisom se mogu predstaviti i

neergodicni izvori, ali kod njih trelis ne¢e imati periodi¢nu strukturu.

5.3 Entropija izvora sa memorijom

Neka je dat izvor sa memorijom m-fog reda sa n simbola S:{SI,SZ,...,Sn} 1

odgovaraju¢im skupom uslovnih vjerovatnoa emitovanja jednog simbola:
P(S, |S,.1,S,.2...Sl.k...S,.m) (j=L2..n; i=12...n; k=1,2....m). Vec ranije smo rekli da ovaj

izvor ima n"stanja. Srednja koli¢ina informacija koju emituje izvor po simbolu u

posmatranom stanju zove se parcijalna entropija i iznosi:
H(S|S,.S,..8,)==>.P(S,|S..S,...5, ) log, P(S,|S,.S,,...S,.)
Jj=1

U slu¢aju Markovljevog izvora I reda:



H(S|S)=-3 P(S |S)log, P(S|S)

Entropija izvora se dobija usrednjavanjem parcijalne entropije po svim mogucim
stanjima. Njena vrijednost za slucaj Markovljevog izvora I reda data je formulom:

H(S)=-Y Y. P(S,.5,)log, P(S,$)

i=1 j=1

5.4 Tipic¢ne sekvence i asimptotska ekviparticiona osobina

Tipicne sekvence su sekvence Cija vjerovatnoca ima slede¢u osobinu:

27 < p(§, 8,8 ) < 27
gdje je n - duzina sekvence koju emituje izvor.
Sa porastom duzine sekvence n sve tipicne sekvence su skoro jednako vjerovatne i
njihova vjerovatnoca je 27", dok je njihov broj priblizno jednak 2" . Prema tome,
skup svih mogucih sekvenci duzine n koje emituje neki ergodi¢ni izvor moze se podijeliti
na dva podskupa: skup tipi¢nih sekvenci 1 skup ostalih sekvenci. Kada n neograniceno
raste, vjerovatnoéa da ée emitovana sekvenca pripadati skupu tipi¢nih sekvenci teZi
jedinici. Ova osobina je veoma vazna za statisticko kodovanje (kodovanje izvora).
Osobina vazi kako za diskretne izvore bez memorije, tako i za diskretne izvore sa
memorijom.
Primjer:
Binarni izvor (S ={O,1}) emituje poruku od 10 bita. Vjerovatnoca emitovanja 1 je
P(1)= p=0.3, a vjerovatnoca emitovanja 0 je P(0)=¢g =0.7. Odrediti tipi¢nu sekvencu

ovog izvora.

sekvenca sadrzi broj kombinacija vjerovatnoéa pojedinacne | totalna vjerovatnoéa
kombinacije (br.kom x vjer. poj. kom.)

0 jedinica 1 q" =0.0282 0.0282

1 jedinica 10 q¢’p=0.0121 0.121

2 jedinice 45 ¢'p* =0.005 0.225




3 jedinice 120 g’ p’ =0.0022 0.264

4 jedinice 210 q'p 0.1995

5 jedinica 252 9’p 0.1008

6 jedinica 210 q'p° 0.036

7 jedinica 120 7p 0.009

8 jedinica 45 q7’p° 0.00144

9 jedinica 10 q'p’ 0.000138
10 jedinica 1 p" 0.0000059

_n-(n=1)..-(n—k+1)
- 1.2-3...-k

n
Broj kombinacija se racuna []J , gdje je n - duzina sekvence i k

- broj jedinica u sekvenci.
Entropija pojedinacnog bita je:
H(S)=-plogp—(1-p)log(l1- p)=0.8813bit/simb
Posto se sekvenca sastoji od 10 bita entropija proSirenog izvora je:
n-H(S)=10-0.8813bit/ simb = 8.813bit / simb
Vjerovatnoc¢a pojavljivanja tipicne sekvence priblizno je jednaka:
27 =278 = 0,00223
Iz tabele slijedi da je to sekvenca koja sadrzi 3 jedinice (ima ih 120). Obratiti paznju da je

totalna vjerovatnoc¢a ovih sekvenci najveca.

6. Statisticko kodovanje

Zadatak statisti¢kog kodovanja, tj. kodovanja izvora, je da informacije koje emituje izvor
ekonomicno predstavi (koduje) simbolima koji ¢e ih prenositi kroz telekomunikacioni
kanal. Odredeni broj autora ovaj postupak naziva kompresija podataka.

Postoje dvije moguénosti pri kodovanju simbola izvora:

e prenijeti sve informacije koje izvor emituje




e prenijeti samo jedan njihov dio
Kod diskretnih izvora mogu se primijeniti oba tipa kompresije. Kodovi dobijeni
statistiCkim kodovanjem su pogodni za "kanale bez Sumova", gdje nema potrebe za
kodovima za kontrolu greSaka. U opStem slu€aju, prvo se izvrsi statisticko kodovanje, a
zatim se dodaju redudantni biti (simboli) koji sluze za otkrivanje i eventualno ispravljanje

greski.

6.1 Definicija koda

§=1S,5,..5,} L X

X, X

12 peee

I
~—

v

Blok sema kodera

Posmatrajmo diskretni izvor sa brojem simbola 7.
Lista izvornih simbola (S) se joS§ naziva alfabet (azbuka) izvora.
Lista kodnih simbola (X)- kodna lista je takode konac¢na.
Definicija koda bi mogla da bude sledeca:
Kod (kodovanje) je preslikavanje sekvenci simbola liste izvora u sekvence simbola kodne
liste.
Blok kod je preslikavanje simbola liste izvora u sekvence simbola kodne liste. Ove
sekvence se zovu kodne rijeci. Broj kodnih simbola u kodnoj rije¢i naziva se duZina
kodne rijeci. Postoje:

e blok kodovi sa fiksnom duzinom kodne rijeci

e blok kodovi sa promjenljivom duzinom kodne rijeci
Primjer:
Neka je dat binarni kod za izvor sa n=4 simbola.
S Xi
S1 0
S2 01




S3 11
S4 01

Kod je nesingularan ako su sve kodne rije¢i medusobno razlicite. Kod iz primjera je
singularan, jer su S, 1 §, jednako kodovani.

Primjer:

Nesingularan kod dobijen je iz prethodnog primjera zamjenom kodne rijec¢i 01 kodnom

rijeci 00 za simbol S, .

S Xi
St 0
S2 01
S3 11
S4 00

Medutim, ni ovo nije dovoljno za praktican rad, jer ako je primljena sekvenca 0011

dekoder ima na raspolaganju dvije sekvence izvornih simbola koje mogu dati datu
sekvencu. To su S5, i §,5,. Na osnovu ovoga zakljuCujemo da kod mora biti
jednoznacno dekodibilan.

Primjer:

Slede¢i kodovi su jednozna¢no dekodibilni:

S kod(a) kod(b) kod(c)
Si 00 0 0
S2 01 10 01
S3 10 110 011
Sa 11 1110 0111

Kod (a) ima kodne rije¢i jednake duZine i nesingularan je, pa je 1 jednoznacno
dekodibilan, jer se na prijemu prihvataju prispjeli kodni simboli u parovima.
Kod (b) je nesingularan i 0 kod njega igra ulogu zareza, jer pomaze da se tacno odredi

zavrSetak kodne rijeci.



Kod (c) je takode dekodibilan, ali se kodna rije¢ ne moze dekodovati dok ne stigne
slede¢i simbol.
Jednoznacno dekodibilni kod je frenutan ako se svaka kodna rije¢ u sekvenci moze

dekodovati bez oslanjanja na slede¢e kodne simbole.

jednoznacno dekodibilni

GRAYOV KOD
Grayov kod pripada klasi specijalnih kodova. Grayov kod se dobija tako Sto prvi bit

ostaje isti kao kod standardnog koda, a svaki sledeci se dobija kao a, @a, .

Standardni kod 0000 0001 0010 0011 0100 0101
Grayov kod 0000 0001 0011 0010 0110 0111
Standardni kod 0110 0111 1000 1001 1010 1011
Grayov kod 0101 0100 1100 1101 1111 1110
Standardni kod 1100 1101 1110 1111
Grayov kod 1010 1011 1001 1000







